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02      PART TWO 线性规划
Linear Programming

线性规划

AI&ML



线性规划

AI&ML

Ø 线性规划标准形式

Ø 线性规划图解法

Ø 线性规划的基本性质

Ø 最优基本可行解

Ø 基本可行解的存在问题

n 主要内容



课程简介

Introduction

n 食谱问题(回顾)
我每天要求一定量的两种维生素，Vc和Vb。
假设这些维生素可以分别从牛奶和鸡蛋中得到。

维生素 奶中含量 蛋中含量 每日需求

Vc(mg) 2 4 40
Vb(mg) 3 2 50
单价($) 3 2.5

需要确定每天喝奶和吃蛋的量，
目标以便以最低可能的花费购买这些食物，
而满足最低限度的维生素需求量。



课程简介

Introduction

n 食谱问题(回顾)
令x表示要买的奶的量，y为要买的蛋的量。食谱问题可以写
成如下的数学形式：

建立关于何时出现最小费用(或者最大利润)的排序，或者计划，
早期被标示为规划。

求最优安排或计划的问题，称作规划问题。

Min  3x + 2.5y

  s.t.  2x  +  4y  40

         3x  +  2y  50

 x, y  0.

极小化目标函数

可行区域

可行解



线性规划

Introduction

n 1. 标准形式

1

1

               min  

       s.t.       ,      i=1,2,...m

                  x 0,    j=1,2,...n              (2.1)
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称如下形式的线性规划为标准形式

矩阵表示              min  
       s.t.    ,     (2.2)
                  0,          

cx
Ax b
x



其中A是mn矩阵，c是n维
行向量， b是m维列向量。

注：为计算需要，一般假设b0.否则，可在方程两端乘以(-1)
即可化为非负。



线性规划

Introduction

n 1. 标准形式

1 1 2 2 n n

11 1 12 2 1n n 1

21 1 22 2 2n n 2

m1 1 m2 2 mn n m

    min   c x c x ... c x
   s.t.     a x a x ... a x b
             a x a x ... a x b
              ...............................
             a x a x ... a x b
                  

  

   

   

   

j   x 0,    j 1,2,...n 

任意非标准形式均可化为标准形式，如



线性规划

Introduction

n 1. 标准形式
引入松弛变量xn+1, xn+2 ,… xn+m,则有

1 1 2 2 n n

11 1 12 2 1n n n 1 1

21 1 22 2 2n n n 2 2

m1 1 m2 2 mn n n m m

    min   c x c x ... c x
   s.t.     a x a x ... a x x b
             a x a x ... a x x b
              .......................... .....
             a x a x ... a x x b
   







  

    

    

    

j                  x 0,    j 1,2,...n m  

,
, , 0.

j

j j j j j

x
x x x x x     

若某变量 无非负限制 则引入

       

, , , 0.j j j j j jx l x x l x    若有上下界限制比如 令 有



线性规划

Introduction

n 2. 图解法
 当自变量个数少于3时,可以用较简便的方法求解.

Min  3x + 2.5y

  s.t.  2x  +  4y  40

         3x  +  2y  50

 x, y  0.

可行区域的极点：

(0,25) (15,2.5)  

(20,0)



线性规划

Introduction

n 2. 图解法
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 当自变量个数少于3时,可以用较简便的方法求解.
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线性规划

Introduction

n 3. 基本性质

3.1 线性规划的可行域

定理 2.2 线性规划的可行域是凸集.

3.2  最优极点

观察上例，最优解在极点(15,2.5)达到，有如下事实:
线性规划若存在最优解,则最优解一定可在某极点上
达到.



线性规划

Introduction

n 3. 基本性质

证明：考察线性规划的标准形式
(1) (2) ( ) (1) (2) ( ), ,..., , , ,...,k tx x x d d d设可行域的极点为 极方向为 。

根据表示定理，任意可行点x可表示为

                (2.3)

           1

            0,    1,2,...,
            0,    1,2,..., .

i i

i

i

i

x x d

i k
i t

   

 

  

  

 



k t
(i) (i)

i=1 i=1

k

i=1



线性规划

Introduction

n 3. 基本性质

把x的表达式代入(2. 2),得等价的线性规划:

min ( ) ( )                 (2.4)

           1

            0,    1,2,...,
            0,    1,2,..., .

i i

i

i

i

cx cd

i k
i t

  

 

  
  

 



k t
(i) (i)

i=1 i=1

k

i=1

j j1, j, cd 0, cd ( )      

 

(j) (j)若有某 使得 则有

从而问题的目标函数值可以无限小( )。

此时我们称该问题是无界的或不存在有限最优解。



线性规划

Introduction

n 3. 基本性质

于是,问题简化成

j

2, , 0,
0 j 1 2,...,t. (2.5)
j cd 



(j)若对任意的 有 则对极小化目标函数，

必有   ＝ ， ＝ ，    

   min ( )             (2.6)

           1

            0,    1,2,...,

i

i

i

cx

i k



 

  





k
(i)

i= 1

k

i= 1

在(2.6)中令

p (i)

1 i k
cx min  cx        (2.7)

 
( )显然,当

p j1, 0, j p       (2.8)     时目标函数取极小值.



线性规划

Introduction

n 3. 基本性质

( ) ( )

1 1

( ) ( ) ( )

1 1

( ) ( )

    ( ) ( )   

k t
i i

i i
i i

k k
i p p

i i
i i

cx cx cd

cx cx cx

 

 

   

    

 

 

因此极点x(p)是问题(2.2)的最优解.

即(2.5)和(2.8)是(2.4)的最优解,此时



线性规划

Introduction

n 3. 基本性质

2,若(2.2)存在有限最优解,则目标数的最优值
可在某极点达到.

定理 2.3 设线性规划(2.2)的可行域非空,则

1,(2.2)存在最优解的充要条件是所有         非负,(j)cd

其中   是可行域的极方向.d(j)



线性规划

Introduction

n 4. 最优基本可行解

通过前面讨论，我们知道最优解可在极点达到，
而极点是一几何概念，下面从代数的角度来考虑。

               min  cx
       s.t.       Ax b,      
                  x 0,                  (2.2)




不失一般性,设rank(A)=m,A=[B,N],B是m阶可逆的.

B

N

x
x

x
 

  
 

设    B

N

x B
x N
的分量与 中列对应;

的分量与 中列对应



线性规划

Introduction

n 4. 最优基本可行解

B N                Bx Nx b            (2.9) 即

-1 -1
B Nx B b B Nx 

特别的令 Nx =0,则
-1

B

N

x B b
x              (2.10)

x 0
  

    
   

B

N

x
(B, N) b

x
 

 
 

于是,Ax=b可写为



线性规划

Introduction

n 4. 最优基本可行解

称为方程组Ax=b的一个基本解.定义2.6

B称为基矩阵,     的各分量称为基变量.    xB

基变量的全体
1 2 mB B Bx ,x ,..., x 称为一组基.

的各分量称为非基变量.    xN

-1
B

N

x B b
x

x 0
  

    
   

为约束条件Ax=b,x0的一个基本
可行解. B称为可行基矩阵

1 2 mB B Bx ,x ,..., x 称为一组可行基.

-1
B

N

x B b
x

x 0
  

    
   



线性规划

Introduction

n 4. 最优基本可行解
B   b>0,称基本可行解是非退化的.-1 

若

若B   b≥0且至少有一个分量为0,称基本可行解是退化的.

1 2

1 2

1, 
x +x =1

     .
x ,x 0

 

例 求出约束为

的所有基本可行解

:A=(1,1), , A .
, ,A (1)

1 0
x= ,  x= , .

0 1
   
   
   

解 注意到任意一基矩阵是 的可逆子矩阵

于是容易知道 仅有两个一元矩阵 从而得所有

的基本解为 它们都是基本可行解

-1 
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Introduction

n 4. 最优基本可行解

1 2 3

1 2

1 2 3

2, 
x +x +x =1

     x -x =1/2 .
x ,x ,x 0




 

例 求出约束为

的所有基本可行解

1 2 3

1 1 1 1
: A ,b

1 1 0 1/ 2

1 1 1 1 1 1
B ,B ,B .

1 1 1 0 1 0

   
       

     
             

解

均可逆



线性规划

Introduction

n 4. 最优基本可行解

1
1

1 1
1

1/ 2 1/ 2
B

1/ 2 1/ 2

1/ 2 1/ 2 1 3/ 4
x B b 0

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 4





 
   

    
           

1
2

2 1
1

0 1
B

1 1

0 1 1 1/ 2
x B b 0

1 1 1/ 2 1/ 2





 
   

    
           
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Introduction

n 4. 最优基本可行解

1
3

3 1
1

0 1
B

1 1

0 1 1 1/ 2
x B b

1 1 1/ 2 3/ 2





 
  
 

     
      

    

1 2 3,x ,x , x ,
.

可见 是非退化的基本可行解而 不是非负的

从而不是基本可行解
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Introduction

n 4. 最优基本可行解

• 容易知道,基矩阵的个数是有限的,因此基
本解从而基本可行解的个数也是有限的, 
不超过 n n!

m m!(n m)!
 

   

基本可行解

极点(1,0)
(0,1) 1 2 3x +x +x =1
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Introduction

n 4. 最优基本可行解

• 总结,线性规划存在最优解,目标函数的最优
值一定能在某极点上达到.

• 可行域S={x| Ax=b,x0}的极点就是其基本可
行解.

  
从而,求线性规划的最优解,
只需要求出最优基本可行解即可.
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Introduction

n 5. 存在性

3.5 基本可行解的存在问题

定理 2.5 若Ax=b,x0有可行解,则一定存在基本可行解,
其中A是秩为m的mn矩阵.

1 2 n
T

1 2 s

j

A (p ,p ,...,p )

      x (x , x ,..., x ,0,0,...,0) ,
     x 0, j 1,2,...s.





 

证明:记  

设  是一可行解

其中

1 2 sx s p ,p ,...,p ,
, x

若 的 个正分量对应的列 线性无关 则可以将

其扩充为一组基 从而得 即一基本可行解.
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n 5. 存在性

否则,我们通过如下步骤构造出一基本可行解

1 2 s

s

j j j
j 1

p ,p ,...,p ,

, j 1,2,..,s p 0


   

假设 线性相关 则存在一组不全为零的数(且

至少有一个为正) 使得    

j j
j

ˆ x :
x , j 1,2,..,s

ˆ         x
0,      j s 1,2,...,n

  
   

我们构造 如下

j

j k
j

j k

{ } ,

x x              min{ 0}



    
 

由于 中至少一个为正 故令
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n 5. 存在性

k
j j j

k

k
k k k

k

xˆ  x x 0, j 1,2,..,s

xx̂ x 0

ˆAx b
ˆ ˆx , x 1, x

    


   




于是  

且特别的有

     

容易验证

于是 是可行解 其正分量比 至少少 若 正分量对应的

列向量线性无关,则它为基本可行解,否则重复上述步骤

最终将获得一个基本可行解.



小结和作业

Summary&Homework

n 小结

Ø 线性规划标准形式

Ø 线性规划图解法

Ø 线性规划的基本性质

Ø 最优基本可行解

Ø 基本可行解的存在问题



小结和作业

Summary&Homework

n 作业

Ø 习题 1、2、3


