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线性规划

LP

Ø 单纯形方法原理

Ø 两阶段法和大M方法

Ø 退化情形

Ø 修正单纯形方法

n 主要内容



线性规划

Introduction

n 1. 基本可行解(回顾)

定义  1 .1  非空凸集中的点x称为极点 ,若  x=x1+(1-)x2  , 
(0,1) , x1 ,x2S, 则 x=x1=x2.换言之,x不能表示成S中两个不

同点的凸组合.

x4
x3

x2

x1

x5

x

y

S
x

由上可知,任何有界凸集中任一点都可表成极点的凸组合.
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Introduction

n 1. 基本可行解(回顾)

我们知道最优解可在极点达到，而极点是一几何概念，
下面从代数的角度来考虑。

               min  cx
       s.t.       Ax b,      
                  x 0,                  (2.2)




不失一般性,设rank(A)=m,A=[B,N],B是m阶可逆的.

B

N

x
x

x
 

  
 

设    B

N

x B
x N
的分量与 中列对应;

的分量与 中列对应
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Introduction

n 1. 基本可行解(回顾)

B N                Bx Nx b            (2.9) 即

-1 -1
B Nx B b B Nx 

特别的令 Nx =0,则
-1

B

N

x B b
x              (2.10)

x 0
  

    
   

B

N

x
(B, N) b

x
 

 
 

于是, Ax=b可写为
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Introduction

n 1. 基本可行解

称为方程组Ax=b的一个基本解.定义2.6

B称为基矩阵,     的各分量称为基变量.    xB

基变量的全体
1 2 mB B Bx ,x ,..., x 称为一组基.

的各分量称为非基变量.    xN

-1
B

N

x B b
x

x 0
  

    
   

为约束条件Ax=b,x0的一个基本
可行解. B称为可行基矩阵

1 2 mB B Bx ,x ,..., x 称为一组可行基.

-1
B

N

x B b
x

x 0
  

    
   
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Introduction

n 1. 最优基本可行解
B   b>0,称基本可行解是非退化的.-1 

若

若B   b≥0且至少有一个分量为0,称基本可行解是退化的.

1 2

1 2

1, 
x +x =1

     .
x ,x 0

 

例 求出约束为

的所有基本可行解

:A=(1,1), , A .
, ,A (1)

1 0
x= ,  x= , .

0 1
   
   
   

解 注意到任意一基矩阵是 的可逆子矩阵

于是容易知道 仅有两个一元矩阵 从而得所有

的基本解为 它们都是基本可行解

-1 
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Introduction

n 1. 基本可行解

• 容易知道,基矩阵的个数是有限的,因
此基本解和基本可行解的个数也是有
限的, 不超过 n n!

m m!(n m)!
 

   

基本可行解

极点(1,0)
(0,1) 1 2 3x +x +x =1
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Introduction

n 1. 基本可行解

• 总结,线性规划存在最优解,目标函数的最
优值一定能在某极点上达到.

• 可行域K={x| Ax=b,x0}的极点就是其基本
可行解.

  

从而,求线性规划的最优解,只需要求出最优

基本可行解即可.
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Introduction

n 1. 基本可行解

定理2. 5 若Ax=b,x0有可行解,则一定存在基本可
行解,其中A是秩为m的mn矩阵.
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n 单纯形法基本思路

LP

一维单纯形为线段；二维单纯形为三角形；三维单纯形为四面体。

单纯形是代数拓扑中最基本的概念。 

一般把一个拓扑对象剖分成许多个小的单纯形，要求任何
两个相邻的单纯形相交的公共部分仍是一个单纯形－－这
种剖分称为（曲）单纯剖分。 　　

在曲面情形，就是熟知的三角剖分。 　　
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n 单纯形法基本思路
有选择地取(而不是枚举所有的)基本可行解，即是从可行域
的一个顶点出发，沿着可行域的边界移到另一个相邻的顶点，
要求新顶点的目标函数值不比原目标函数值差，如此迭代，
直至找到最优解，或判定问题无界。    

初始基本可行解

是否最优解或
无界解?

结束

沿边界找
新的基本
可行解

N

Y

单
纯
形
法
的
基
本
过
程 怎么判断达到最优解?

如何给出初始

基本可行解?

迭代如何进行?

LP
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n 基本思路

               min   
       . .       ,      1,2,...
                  0,                  (3.1)
    ( , ) , ,B N B N

cx
s t Ax b i m

x
x x x x x

 


 任一可行解 为基变量 为非基变量

给定线性规划的标准形式

利用分块矩阵

1 1

1 1

[ , ] 
 

     

        

B N

B N

B N

A B N
Ax b Bx Nx b

x B Nx B b

x B b B x

 

 


   

  

  

   

LP
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n 基本思路

LP

1 1

1 1

 ( )
 ( )

B B N N

B N N N

B N B N

z c x c x
c B b B Nx c x
c B b c c B N x

 

 

  

   

    

: 0
0

c c x
x c

 

 

约化费用,若 为最优；

为最优且非退化 。

于是目标函数

于是有

l 基本可行解x与基矩阵B关联;

1 1
j( ) : )N B j B jc c B N c c c B A     的分量 约化(缩减 费用
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n 基本思路

LP

*

*

Th3.1
0, LPj

x S
c x




 若 是一个基本可行解，并且其对应的既约

费用向量 则 是 的一个最优基本可行解。

1

1

- , 0
        0

        

        ( )

B i i
i N

B i i
i N

B B i i i B i i i i
i N i N i N

y
d y x Ax Ay b Ad

Bd A d

d B Ad

c d c d c d c c B A d c d









  

    

  

  

       





  

是任意可行解，则

   

于是我们有如下定理：

证明:若
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n 基本思路

LP

0 0, ,
- 0,
( - ) 0

i

i i i

y x i N
d y x i N
c d c y x c y c x

x

  

   
       



  且

  

  

      为最优。

由上知,要减少费用, 只有当      时才可能
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n 基本思路

LP

1 0j j B jc c c B A  假设
1 1

1 1 1 1

1
\{ } \{ }

( )

 ( ) ( )

                                          ( ( \ ))
j j

B B N N B N N N

B N B N B j B j j

N A B j N A

z c x c x c B b B Nx c x

c B b c c B N x c B b c c B A x

c c B N A x

 

   



       

         

  

,

?
jx y x x

x

  

 

若让上式 增加，即取新的可行解

则可降低目标值。
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n 基本思路

LP

1 , 1, 0, (1), (2),.. ( ), . (1),

(2),.. ( ) .
B j j id B A d d i B B B m j B

B B m B d

    让 其中

是基矩阵 对应的列指标.于是由它组成向量

令  y=x+d, >0, 我们能降低费用吗？

1

- ( )

( ) 0

0,

B B j j

j B j j

j

c y c x c d c d c d

c c B A c

c



       

    



      =

因此，若 费用将减少。

,

?
jx y x x

x

  

 

若让上式 增加，即取新的可行解

则可降低目标值。
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n 基本思路

LP

0 ;Ad Ay Ax b     

y x d  一个自然的问题是 可行吗？

0 ?y 下一个问题 吗

1. 0, 0.
, ,

d y x d     若

于是可以任意减小费用从而问题无下界 于是

有如下定理.
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n 基本思路

LP

1
1

3.2 * LP
( ) ( ,..., ),

0,

( )
, 0 LP

T T T
B n

j j

j

j

Th x
c c c B A c c

x c

d
d

  





 设 是 的基本可行解，既约费用向量

       

若与非基变量 对应的判别数 且可行的

边方向 形式见上 存在，则沿此方向移动可以

减小目标函数值，特别的 时 无下界。

1 1

, ( )jj j
j N

j N

B A B N
d D d

e I

 



   
          

记 边方向
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n 基本思路

LP

( )

*

{ : 0} { 1,2,.., : 0}

0, y ,

0 ,

min min
i B i

i

i
i i

i

i i

i d i m d
i i

d
xx d i N
d

x x
d d  

 

       

   
        

   

若 则要让 可行必需

  

  

正确性如何？
  显然按上述取法，是可以保证y≥0的。y还是基本可行
解吗？

0,d y x d   



若 可行吗？

显然要看 怎样取值了。

2.
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n 基本思路

LP

( )

B(t) *

{ 1,2,.., : 0}
B(t )

min
B i

i

i m d
i

x x
d d 

 
     

 
 

              ----最小比值原则 

*Th3.3 LP BFS

0,

BFS

q

q
q

x x

c d 

 设 为 的 ，若非基变量 对应的判别数

并且边方向 是一个可行方向，则按最小

比值检验的步长机制将产生一个新的 ，使得目标

函数值减小。
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n 基本思路

LP

i

(1) (2) ( )

1

1

B( ) B(t )*

1,2,.., :u 0
t

( )

1: [ , ,..., ]

2 :

0

0.

3 : u= d

u 0

min
u u

4 : ,

B B B m

j j B j

j

j

j

i

i m
i

j B t

B A A A x

c c c B A

c x

j c

B A

x
x x

A A





 



 







 
   

 

步 找出初始可行基 及初始可行解 ；

步 计算

    若 ， 则为最优解，停止

    否则，选取，

步 计算 - =

    若 ， 则费用无界，停止

    否则， 

步 用 替代 得一新的基，

* *
( ) 1j B i B iy y x u y    （）    ， 得新可行解 ，转步。

单纯形法
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n 求解例子

LP

    
                        
                         
              

3

 

  





 

 

1 2 3

1 2 3

1

3

2 3

min 5 2
. . 4

2
3

3 6
0, 1,2,i

x x x
s t x x x

x
x

x x
x i

                    
                                       
                                        
                                + = 

1 2 3

1 2 3 4

1 5

3 6

2 3 7

min 5 2
. . 4

2
3

3 6
0, 1,2, ..i

x x x
s t x x x x

x x
x x

x x x
x i

 

   

 

 



  .,7

• 例1

化为标准型



线性规划

n 求解例子

LP

• 例1

1 2 3 4 5 6 7A   A  A  A  A  A  A
1 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0
0 3 1 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

1

2

3

4

5

6

7

4
2
3
6

x
x
x
x
x
x
x

 
 
                  
 
 
 

                    
                                       
                                        
                                + = 

1 2 3

1 2 3 4

1 5

3 6

2 3 7

min 5 2
. . 4

2
3

3 6
0, 1,2, ..i

x x x
s t x x x x

x x
x x

x x x
x i

 

   

 

 



  .,7
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n 求解例子
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• 例1

1 2 3 4 5 6 7A   A  A  A  A  A  A
1 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0
0 3 1 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

1

2

3

4

5

6

7

4
2
3
6

x
x
x
x
x
x
x

 
 
                  
 
 
 

基矩阵 1

1 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 1 0 0

B= ,B = ,
0 1 1 0 1 1 1 0
0 1 0 1 1 1 0 1



   
      
   
      
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n 求解例子
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• 例1
1 2 3 4 5 6 7A   A  A  A  A  A  A

1 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0
0 3 1 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

1

2

3

4

5

6

7

4
2
3
6

x
x
x
x
x
x
x

 
 
                  
 
 
 

1 3 6 7
T

B=[A , A , A , A ]
BFS: (2 0 2 0 0 1 4)x 

基矩阵
-1

B

N

x B b
x

x 0
  

    
   

基本可行解
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n 求解例子

LP

• 例1

1

1 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 1 0 0

B= ,B = ,
0 1 1 0 1 1 1 0
0 1 0 1 1 1 0 1



   
      
   
      

5 53 0,   入基r x

Tc =(0  7  0  2  -3  0  0)
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n 求解例子

LP

• 例1

6, 6此时 ， 出基l x

1

3 1
5 2 4 5

6

7

d 1
d 1

d 1 d d 0 B A
d 1
d 1

, , 

   
   
        
   
   

  

(2   0 2   0    1   4 )T T Ty x d -         

( )

B( )*

{ 1,2,.., : 0}

2 1 4min min , ,
1 1 1B i

i

i m d
i

x
d 

                
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n 求解例子
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• 例1

4 41 0,   入基r x

T

1 3 5 7

:y=(1 0 3 0 1 0 3)
: B (A ,A ,A A )

新的解

新的基

1

-1
B

1 1 0 0 1 0 1 0
1 0 1 0 0 0 1 0

B= ,B = ,
0 1 0 0 1 1 1 0
0 1 0 1 0 0 1 1

c =c -c B A=(0 4 0 -1 0 3 0)



   
   
   
   
      

  
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n 求解例子

LP

• 例1 1
1

31
4

5

7

4 2 6

1
0

,
1

0
1, 0




  
                 
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n 求解例子
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• 例1
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线性规划

n 求解例子

LP

• 例1

新的基为B=(A3, A4, A5, A7)
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n 表格法

LP

• 表格形式的单纯形方法
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n 表格法

LP
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n 表格法

LP

例2： 求解线性规划问题

化成标准化形式



线性规划

n 表格法

写出单纯形表

x6离基，x2进基，



线性规划

n 表格法

25/1

36/2

0 -3 -2 0 -2 -72
0 1/2 0 1 -1/2 7/0.5

1 1/2 1 0 1/2 18/0.5x2

7
18

1
1/2
1/2

x5

x6离基，x2进基，

x5离基，x1进基，



线性规划

n 表格法
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得到最优解，最优解为：

(x1，x2，x3，x4，x5，x6)=(14,11,0,0,0,0)

min z’=-86，  max z=86
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线性规划

n 表格法

LP

max z= 2x1 +3x2 +x3
st x1 +3x2 +x3 15

2x1 +3x2 -x3 18
x1 -x2 +x3 3

x1, x2, x3 0

例3： 求解线性规划问题

min z’= -2x1 -3x2 -x3
st x1 +3x2 +x3 +x4 =15

2x1 +3x2 -x3 +x5 =18
x1 -x2 +x3 +x6 =3
x1, x2, x3, x4, x5, x6 0
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n 表格法

LP

x2进基，x4离基 
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n 表格法

LP

x1进基，x5离基 
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n 表格法

LP

x3进基，x6离基 
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小结和作业

Summary&Homework

n 第五次作业

Ø 118页习题 1、2、3、4



小结和作业

Summary&Homework

n 小结

Ø 线性规划基本可行解回顾

Ø 线性规划单纯形理论

Ø 线性规划单纯形解法

Ø 例子


