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03      PART THREE 单纯形方法
Simplex Method

单纯形方法



线性规划

LP

Ø 单纯形方法原理

Ø 两阶段法和大M方法

Ø 退化情形

Ø 修正单纯形方法

n 主要内容
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n 单纯形法基本思路
有选择地取(而不是枚举所有的)基本可行解，即是从可行域
的一个顶点出发，沿着可行域的边界移到另一个相邻的顶点，
要求新顶点的目标函数值不比原目标函数值差，如此迭代，
直至找到最优解，或判定问题无界。    

初始基本可行解

是否最优解或
无界解?

结束

沿边界找
新的基本
可行解

N

Y

单
纯
形
法
的
基
本
过
程 怎么判断达到最优解?

如何给出初始

基本可行解?

迭代如何进行?

LP
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• 表格形式的单纯形方法
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• 表格形式的单纯形方法

1 1

1 1

min
. . ,
    0 ( )     

    0, 0

B N

B B N N B

B N

f
s t x B Nx B b

f x c B N c x c B b
x x

 
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1 1 :B Nx B b B x   代入上述规划得等价形式
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n 表格法
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1 1
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
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进基变量离基变量

右端向量
单纯形表

旋转元

r m m k n

m k n

m k n

r rm rn r

m mm mk mn

r

m

k

x x x x x x RHS
c c c z

x a a a b

x a a b

x a a a b

a
        

        

1 1

1 0

1 1 1 1 1 1

1

1

*

... ... ... ...
0 ... 0 ... 0 ... ...
1 ... 0 ... 0 ... ...

0 ... 1 ... 0 ... ...

0 ... 0 ... 1 ... ...











  
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例2： 求解线性规划问题

化成标准化形式
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n 表格法

写出单纯形表

x6离基，x2进基，
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n 表格法

25/1

36/2

0 -3 -2 0 -2 -72
0 1/2 0 1 -1/2 7/0.5

1 1/2 1 0 1/2 18/0.5x2

7
18

1
1/2
1/2

x5

x6离基，x2进基，

x5离基，x1进基，
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0 -4 -2 -2 -1 -86

0 1 0 2 -1

1 0 1 -1 1

14
11

0

0

得到最优解，最优解为：

(x1，x2，x3，x4，x5，x6)=(14,11,0,0,0,0)

min z’=-86，  max z=86

1
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max z= 2x1 +3x2 +x3
st x1 +3x2 +x3 15

2x1 +3x2 -x3 18
x1 -x2 +x3 3

x1, x2, x3 0

例3： 求解线性规划问题

min z’= -2x1 -3x2 -x3
st x1 +3x2 +x3 +x4 =15

2x1 +3x2 -x3 +x5 =18
x1 -x2 +x3 +x6 =3
x1, x2, x3, x4, x5, x6 0
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x2进基，x4离基 
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n 表格法

LP

x1进基，x5离基 
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n 表格法

LP

x3进基，x6离基 
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LP

1( , ) ( , )B I I B
初始单纯型表

最优单纯型表

 

2 1 3

2 1 3

3 1 1
3 2 1
1 1 1

x x x

B A A A
 
    
 
 
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n 两阶段法

LP

• 单纯形法三要素：

  初始基本可行解，解的迭代，最优性检验

• 后两个已解决,现考虑如何获得一个初始基本可行解.

（一）两阶段法

m i n

. .      ( 3 .2 .1 )
0

c x
A x b

s t
x




 

设标准LP为
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n 两阶段法

LP

若系数矩阵中有一个单位矩阵，则容易得到初始
基可行解.所以我们希望幸运的碰到这种矩阵.
没有的话，硬性加一个？

1 2

       3 .2 .2
0 0 , 0

( , , . . . , )n n n m

A x x bA x b
x x x

x x x x





   

  
    


（ ）

这 里

m( , I ) 0
(3.2.3) 3 2 3 BFS

0, 0

x
A b x

x
x b

x x





  
             

    

即 为( . . )的

人工变量
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n 两阶段法

LP

问题是如何由(3.2.3)的初始可行解获得原来LP的
一个初始可行解？
为此，考虑如下辅助LP(第一阶段)

1 2

min    

s.t.        3.2.4
0, 0

(1,1,...,1) , ( , ,..., )

T

T
n n n m

e x
Ax x b
x x

e x x x x







   

 
  

 

（ ）

这里
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n 两阶段法

LP

1. 如果原问题有可行解，则辅助问题的最优值为0，反之亦然.

(0, )b 就可以得到辅助问题的初始基可行解

2．由于 0b ，所以以 1 2( , , ..., )n n n mx x x x


   为基变量，

0x , 同时

0
1






mn

ni
ix所以 一定有最小值.

1
min

. .
0, 0

n m

i
i n

g x

Ax x b
s t

x x






 



 
  








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

0
..
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x
bAx

ts

xc 关系?
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n 两阶段法

LP

利用单纯形法求得一个最优可行解.这个解将会给
我们带来什么？

T T T(3.2.4) (x , x ) ,设单纯形法得到 的最优解为 则必有

如下情况之一出现：

(1) 0, (3.2.1) ( )
(2) 0,

(3.2.1) .
(3) 0,

(3.2.1) .

x
x x x

x

x x









 





则原规划 无可行解，反证

且其分量都为非基变量，则 是

   原规划 的一个基可行解

且其分量至少有一个是基变量，则

  可用主元消去法使得这些人工变量出基，

   仍是原规划 的一个基可行解
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n 两阶段法

LP

• 于是我们获得一个初始基可行解,从而可以以此基可行解
出发利用单纯形法求出最优解.

第一阶段：不考虑原LP问题是否有基可行解，添加人工变量，
构造仅含人工变量的目标函数，得辅助规划(3.2.4)

单纯型法求解上述模型，若有目标函数=0，说明原问题存在
初始基本可行解，转入第二阶段。否则，原问题无可行解，
计算停止。

 第二阶段：将第一阶段计算得到的最终表，除去人工变量，
从该初始基本可行解开始，用单纯形法求原问题的最优解
或判定原问题无界。
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n 两阶段法

LP

1 3

1 2 3

1 2 3

min 5 21

6 2
. . 2 1

0; 1,2,3j

z x x

x x x
s t x x x

x j

 

   


  
  

1 3

1 2 3 4

1 2 3 5

min 5 21

6 2
. . 2 1

0; 1,2,3,4,5j

z x x

x x x x
s t x x x x

x j

 

    
    
  

写成标准化形式

例1  求解
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第
1 
阶
段

首先引入人工变量，构造辅助规划问题

6 7

1 2 3 4 6

1 2 3 5 7

min

6 2
. . 2 1

0; 1, 2,3, 4,5,6,7j

g x x

x x x x x
s t x x x x x

x j

 

     
     
  

6 ,x 7x如果以 为基变量，则可以得到该问题的BFS

(0,0,0,0,0,2,1) , 其对应的单纯形表为
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 -5      0     -21     0        0   0      0   0
 0       0      0        0       0            -1    -1   0
 1      -1     6       -1        0    1     0   2
1       1      2        0        -1    0      1   1

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x RHS

 -5      0     -21     0        0   0      0   0
 2       0      8      -1       -1            0      0   3
 1      -1     6       -1        0    1     0   2
1       1      2        0        -1    0      1   1

6x

7x

g

z

6x

7x

g

z
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 -3/2  -7/2    0  -7/2        0   7/2      0   -7
 2/3   4/3      0    1/3       -1            -4/3    0   1/3
 1/6  -1/6     1   -1/6        0   1/6     0   1/3
2/3   4/3      0    1/3        -1   -1/3    1   1/3

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x RHS

3x

7x

g

z

 1/4    0       0     -21/8    -21/8  21/8  21/8  63/8

 0       0        0         0        0            -1    -1   0

1/4      0      1      -1/8       -1/8  1/8   1/8  3/8

1/2     1       0       1/4        -3/4  -1/4   3/4   1/4

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x RHS

3x

2x

g

z
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 1/4    0       0     -21/8    -21/8  21/8  21/8  63/8

 0       0        0         0        0            -1    -1   0

1/4      0      1      -1/8       -1/8  1/8   1/8  3/8

1/2     1       0       1/4        -3/4  -1/4   3/4   1/4

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x RHS

3x

2x

g

z

第一阶段结束，得到辅助问题的一个最优解
1 3(0, , , 0, 0, 0, 0)
4 8

T

0 1 3(0, , , 0, 0)
4 8

Tx 同时得到原问题的一个初始基本可行解
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LP

直接开始第二阶段运算

去掉人工变量对应的行、列，得到原问题的初始单纯形表，
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第 
2 
阶 
段

 1/4    0       0     -21/8    -21/8  21/8  21/8  63/8

 0       0        0         0        0            -1    -1   0

1/4      0      1      -1/8       -1/8  1/8   1/8  3/8

1/2     1       0       1/4        -3/4  -1/4   3/4   1/4

1x 2x 3x 4x 5x 6x 7x RHS

3x

2x

g

z

1x 2x 3x 4x 5x RHS

 0     -1/2      0      -11/4      -9/4 31/4  
  
 
  

 0     -1/2      1       -1/4        1/4  1/4

 1       2        0       1/2        -3/2  1/2
3x

1x

z 原问题的最优解

1 1( , 0, , 0, 0) ,
2 4

Tx 

其最优值为
31
4
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 4

1 3

max  3 x 2
. .   2    4

            6
                        + 2
      3        2   10

0; 1, 2,3, 4j

x x
s t x x x

x x x
x x
x x

x j

 
  

  


 
 

例2  求解
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解：引进人工变量进行第一阶段

5 6 7

1 2 3 5

1 2 3 6

1 4

1 3 7

min  
. .   2   +             =4

                 +       =6
                        +                 2
      3        2             +  10

0; 1, 2,..., 7j

x x x
s t x x x x

x x x x
x x
x x x

x j

 

 

 



 

 
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单纯形法求解：

1 2 3 4 5 6 7

5

6

4

7

2 1 1 0 1 0 0 4
1 1 1 0 0 1 0 6
1 0 0 1 0 0 0 2
3 0 2 0 0 0 1 10
6 0 4 0 0 0 0 20

x x x x x x x
x
x
x
x


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1 2 3 4 5 6 7

5

6

1

7

2 1 1 0 1 0 0 4
1 1 1 0 0 1 0 6
1 0 0 1 0 0 0 2
3 0 2 0 0 0 1 10
6 0 4 0 0 0 0 20

x x x x x x x
x
x
x
x


0      1     1     -1      0       1      0     4 

0      0     2     -3      0       0      1     4 

0      0     4     -6      0       0      0     8 

0      -1     1     -2      1      0      0      0
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1 2 3 4 5 6 7

5

6

1

7

0 1 1 -2 1 0 0 0
0 1 1 -1 0 1 0 4
1 0 0 1 0 0 0 2
0 0 2 -3 0 0 1 4
0 0 4 -6 0 0 0 8

x x x x x x x
x
x
x
x



0      2      0      1      -2      0     1     4 

0      2     0     1      -1      1     0      4

0      4      0      2      -4      0     0     8 

3
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1 2 3 4 5 6 7

3

6

1

7

0 1 1 -2 1 0 0 0
0 2 0 1 -1 1 0 4
1 0 0 1 0 0 0 2
0 2 0 1 -2 0 1 4
0 4 0 2 -4 0 0 8

x x x x x x x
x
x
x
x


0      1     0      ½     - ½    ½    0     2 

0      0     0       0      -1     -1    1     0

0       0     1     -3/2    ½     ½     0     2

0      0     0       0     -2     -2     0     8 

2
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第二阶段：

1 2 3 4 5 6 7

3 1 1
2 2 23

1 1 1
2 2 22

1

7

0 0 1 - 0 2
0 1 0 - 0 2
1 0 0 1 0 0 0 2
0 0 0 0 -1 -1 1 0
0 0 0 0 -2 -2 0 0

x x x x x x x
x
x
x
x                                                                       
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第二阶段初始单纯形表：

1 2 3 4

3
23

1
22

1

13
2

0 0 1 - 2
0 1 0 2
1 0 0 1 2
0 0 0 4

x x x x
x
x
x
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• 前面所说的两阶段法分成两步走。能不能把这两步
合并？如何合并？

设原问题为










0
..

min

x
bAx

ts

xc

1,...,n n mx x 
引入m个人工变量

11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 1

 . .                                    
                                              
                                    
              





 

n n n

n n n

m

s t a x a x a x x b
a x a x a x x b

a x





    

    

 2 2  

1 1

                            
           ,  , , ,   0



 

m mn n n m m

n n n m

a x a x x b
x x x x



 

   


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现在关键是如何选取目标函数，因要包含原问题,
所以必须包含原目标函数。联系到两阶段法，我们
要强迫人工变量取值为0，于是加上一个惩罚因子，
因为是极小化，所以希望这个惩罚因子越大越好！！

在目标函数中增加
m

i=1
n iM x  项，得如下规划
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• 可行吗？

直观上，因M为足够大的正数，新问题最优解对应的
人工变量取值应满足                ，（除非原问题不可行）         0x 

从而新LP问题的最优解对应于原问题的（基本）可行解，

容易知道此时两个问题的目标函数值满足

* *
0 0

* *
1 1

;
.

x z
x z

设原问题最优解 ，最优值

新问题最优解 ，最优值

* *
0 1z z
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n 大M法

LP

因此只需求解辅助问题就可求得原问题的最优解。

*
0x)0,(x

另一方面，原问题的任意可行解x对应于辅助问题的
可行解           ， *

0( ,0)x 也对应新问题的可行解

且两个规划目标值相等，故原问题的最优解 * *
0 1z z

综合 * *
0 1z z  *

0x *
0( ,0)x 

0 ?x 
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n 大M法
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• 例3 求解
1 2 3 4 

1 2 3

1 2 3 

1 2 3 4

1 2 3 4

Max  z = 5x  + 2x  + 3x  - x
s.t. x  + 2x  + 3x  = 15             
     2x  + x  + 5x = 20      
     x  + 2x  + 4x   + x   = 26 
     x  ,  x  ,  x  ,  x  0

1 2 3 4 5 6

1 2 3 5

1 2 3 6

1 2 3 4

1 2

Min  z  = -5x  - 2x  - 3x  + x + Mx +Mx  
s.t. x  + 2x  + 3x         +x        = 15             
     2x  + x  + 5x              +x   = 20      
     x  + 2x  + 4x   + x             = 26 
     x  ,  x  



3 4 5 6,  x  ,  x ,x ,x  0

解：



线性规划

n 大M法

LP



线性规划

n 单人工变量技巧

LP

• 前述方法引入多个人工变量，能否只引入一个变量而
达到目标？

               min   
       . .       ,      1, 2,...
                  0,                  (3.2.14)

cx
s t Ax b i m

x
 



考虑LP

1 1

T

[ , ],  ( , ), ,
 

              (3.2.15)

0 x ( , ) (  ,0) BFS

B N B N

B N

B N

N B

A B N x x x x x
Ax b Bx Nx b

x B Nx B b b

b x x b

 

 

   

   

   

设 为基变量 为非基变量

   

若 为 。从而可以用

单纯形方法求得最优解。否则，我们考虑引进一个

人工变量来求出初始可行解。
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1

3.2.15

,     (3.2.16)  
      0,  0

(1,1,...,1)  m .

B N

T

x

x B Nx x e b
x x

e








  

 



引入单个人工变量 ：由( )得，

其中 为分量全为一的 维列向量

1 2 m3 216 BFS ( , ,..., ).
min{ } 0.

r

.

3.2.16 BFS
M

 





 

  
    

下面考虑如何求得( . . )的一个 .设

令   

将 引入基:以第 行为主行,经主元消去,则 将进基。

此时右端向量变为：
，

于是得到（ ）的一个 ， 为基变量.从而可以

用两阶段或大 方法求得最优解。

r i

r r

i i r

b b b b
b b

x x

b b
b b b i r

x
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n 单人工变量技巧

LP

例子： 1 2

1 2

1 2

1 2

               min   2
       . .       1,     
               2 2
                , 0,    


 

  


x x
s t x x

x x
x x

3 4

1 2

1 2 3

1 2 4

, ,
min   2
. .       1,     

               2 2
                0, 1,2,...,4


  
   
 

引进松驰变量 化为标准型

i

x x
x x

s t x x x
x x x

x i
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5

1 2 3 1 2 3 5

1 2 4 1 2 4 5

1
 1,       1,     

     2 2 (3.2.17)      2 2
      0, 1,2,...,4       0, 1,2,...,5

           
           
     

等式两端乘以(- ),引进人工变量 ,化为

i i

x
x x x x x x x
x x x x x x x
x i x i

3 4

1 2

1 2 3

1 2 4

, ,
min   2
. .       1,     

               2 2
                0, 1,2,...,4


  
   
 

引进松驰变量 化为标准型

i

x x
x x

s t x x x
x x x

x i
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n 单人工变量技巧

LP

• 利用表格形式求解一个(3.2.17)的BFS：

 

1 2 3 4 5

3

4

1 1 1 0 1 1
1 2 0 1 1 2
  

  

x x x x x
x
x

1 2 3 4 5

3

5

2 3 1 1 0 1
1 2 0 1 1 2

 
 

x x x x x
x
x



线性规划

n 单人工变量技巧

LP

• 于是得到(3.2.17)的一个BFS，下面再用两阶段
(或大M)法求解之.

5

1 2 3 4

1 2 4 5

               min   
 2 3 1,     

 2 2
      0, 1,2,...,5

    
    

 i

x
x x x x
x x x x
x i

   
1 2 3 4 5

3

5

2 1 1  0 1
1 2 0 1  1 2

   1   0 1   02 2

3 
 

 

x x x x x
x
x
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 
1 2 3 4 5

3

5

2 1 1 0 1
1 2 0 1 1 2
1 2 0 1 2

3

0

 
 
 

x x x x x
x
x

1 2 3 4 5

2 1 1 1
3 3 3 32

1 2 1 4
3 3 3 35

1 2 1 4
3 3 3 3

1 0
0 1
0 0

 
 
 

x x x x x
x
x

1 2 3 4 5

2

1

0 1 1 1 2 3
1 0 2 1 3 4
0 0 0 0 1 0

 
 



x x x x x
x
x
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n 单人工变量技巧
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• 于是得到进行第二阶段时的初始表。

1 2 3 4

2

1

0 1 1 1 3
1 0 2 1 4
0 0 4 3 10

 
 
 

x x x x
x
x

•由上知道这是最优单纯形表。



小结和作业

Summary&Homework

n 第五次作业

Ø 118页习题 1、2、3、4



小结和作业

Summary&Homework

n 小结

Ø 线性规划单纯形表

Ø 线性规划两步法

Ø 线性规划大M法

Ø 退化情形


