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Introduction

n 基本概念

最优化问题可归结成如下数学形式:

min  ( )             ---

. .       ( ) 0,
           ( ) 0,

nx R
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目标函数
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问题导入

n 求函数的极小值
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2 2
1 2

2
1 2

,
min ( )
. . ( ) 1 0

f x x x
s t g x x x

 

  

例考虑如下约束优化问题

＋

  

  

 

* (0,1) ( *) {1}, ( *) (0,2)
( *) (0,1) * KKT

{ ( *), ( *), ( *), }

*.

   

   

 

T

T

j

T

g x h x

x I

i I x

x f x
g x x

x

j Ei

对于可行点 ,

易见 是满足 条件.此时线性独立

约束规格(LICQ)成立，即

   

线性无关但我们无法利用一阶最优性条件判断

是否为问题的局

,

.

部极小点。
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( ) ( ) ( )

2.3  

T={ , 0, lim ( )}

n

k k k
k kk

S R x clS

d x S x x d x x

T S x




      

定义 设 是 中的一个非空集合，点 集合

及 使得

则称 为集合 在点 的切锥。

( ) ( )

( )
( )

( )

} ,

, lim

k k

k
k

kk

x S x x
x xx x d
x x

d T



 


 





根据上述定义，如果序列{

使得

则 。

, .nx clS S x T R 如果 则 在 的切锥

为此,我们考虑函数的二阶导数,首先给出如下定义
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现在我们考虑问题(7.2.1).

Lagrange 0, ;
, 1,2,.., .

( ) 0, 0
( ) 0, 0
( ) 0, 1,2,...,

i

j

i i

i i

i

x
w i I

v j l

g x i I w
S x g x i I w

h x j l

 



   
     
   

设在可行点 ，对应不等式约束中的起作用约束

和等式约束的 乘子分别为：

定义一个集合。

且

且
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( ) 0, 0
( ) 0, 0
( ) 0, 1,2,...,

i i

i i

i

S x T

g x d i I w
G d g x d i I w

h x d j l

G T

    
      
    



设集合 在点 的切锥为 。再定义一个集合

且

且

容易证明
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( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, { } { },

                 lim ( )

( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( ) ( ) ( , )
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k
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k k k k
i i i

k k k k
j j j

d T x S

x x d

g x h x x

g x g x g x x x x x x x x

h x h x h x x x x x x x x











 

 

    

    

设 则存在可行序列 和正数列 使得

把 和 在 展开 得到

＝ ＋

＝ ＋
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( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) (

( ) 0 0 ( )

0 ( ) ( ) ( ) 0

0

( ) ( ) ( , ) 0

0

( ) ( ) ( , ) 0
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( ) ( )

k
i i i

k k
i i j j

i

k k k
i

i

k k k
i

k
j

i I g x i I w g x

i I w g x h x x

i I w

g x x x x x x x x

i I w

g x x x x x x x x

j l

h x x x x





  

 

 

     

 

     



  

由于当 时， ＝ ，当 且 时 ＝0，

当 且 ＝ 时 0，以及 ＝h ＝ ,故

当 且 时

当 且 时

当 时有

) ( )( , ) 0k kx x x x  
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,

( ) 0, 0
( ) 0, 0
( ) 1,2,...,

. .

i i

i i

j

k
g x d i I w
g x d i I w
h x j l

d G G T

 
  
   
 

 

k把以上各式两端乘以 令 ，得

且 ＝

且

d=0,

即 所以

T G
G T

由以上分析知道，切锥 必包含于 ，但是反之不真。

下面，在 也成立的假设下，给出关于问题(7.2.1)的

局部最优解的二阶必要条件。
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1 1

2

2 2 2

1

2.10( ) (7.2.1)
, ( 1,..., ) ( 1,..., )

( ,..., ) ( ,..., ),
,

( , , ) 0

( , , ) ( ) ( )

i i j

m l

x

m

x i i
i

Theorem x
f g i m h j l

w w w v v v
x G T d G
d L x w v d

L x w v f x w g x


 

 

 

 

   

 二阶必要条件 设 是问题 的局部最优解,

和 二次连续可微，并存在满足

(7.2.43)的乘子 和 再假设在点

约束规格 成立，则对每一个向量 都有

其中 ＝ 2

1
( )

Lagrange ( , , ) Hessian

l

j j
j
v h x

L x w v x x


 
是 函数 在点 关于 的 矩阵.
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( )

( )

( ) ( )

2( ) 2 ( ) ( ) ( )

0, .
{ } { },

                 lim ( )

( , , )
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )

1 ( ) ( , , )( ) ( , )
2
  

k
k

k
kk

k k
x

k k k k
x

d d G G T
d T x S

x x d

L x w v x
L x w v L x w v L x w v x x

x x L x w v x x x x x x x









 

 

 

  

     

证明：设向量 由于约束规格 ＝ 成立，因此

，则存在可行序列 和正数列 使得

将 在 展开，则

＝ ＋

( ) ( )

                                                                               (7.2.50)
( , ) 0k kx x x x x  其中当 时， 。
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

, ( ) 0, ( )

Lagrange
( , , )
( , , )

( , , )

k k k
j i i

k k

x

x S h x w g x

L x w v x
L x w v x

x
L x w v

 



由于 故有 ＝0.

根据 函数的定义，有

＝f( )   (7.2.51)

＝f( )       (7.2.52)

将上两式代入(7.2.50),并注意到 是局部最优解，

＝0,则有
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( ) ( ) 2 ( )

2( ) ( )

( )

2( ) 2 ( ) ( ) ( )

1( ) ( ) ( ) ( , , )( )
2

( , )                    (7.2.53)

( ) ( )
k

1 ( ) ( , , )( ) ( , ) 0
2

k k k
x

k k

k

k k k k
x

k

f x f x x x L x w v x x

x x x x x

x f x f x

x x L x w v x x x x x x x







  

  



      

＝ ＋

注意到 是局部最优解,当k充分大时必有 。

因此对充分大的 ，由（7.2.53）得

上式两端乘以 2 2 ( , , ) 0

  

xd L x w v d ，并去取极限，则

证毕。
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为给出局部最优解的二阶充分条件，我们定义集合

0
( ) 0, 0
( ) 0, 0
( ) 0, 1,2,...,

i i

i i

i

d
g x d i I w

G d
g x d i I w
h x d j l

 
           
    

且

且

1 1

2

2.11( )       7.2.1
, ( 1,..., ) ( 1,..., )

( ,..., ) ( ,..., ),

, ( , , ) 0

i i j

m l

x

Theorem
f g i m h j l

w w w v v v x

d G d L x w v d
x

 

 

  

 二阶充分条件 设在问题 中，

和 二次连续可微，并存在满足

(7.2.43)的乘子 和 为可行点，

且对每一个向量 都有

则 是严格的局部最优解。
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j

( ) ( )

( )
( )

( )

( )( ) (0)

       
{ }, ( ) ( )             (7.2.54)

       (7.2.55)

{ } .

k k

k
k

k

kk

x
x x f x f x

x xd
x x

d d d








证明：反证法 设 不是严格的局部最优解，则存在收敛

于 的可行序列 使得 

令     

因 为有界序列,故必有收敛子列{ },设其极限为

j j j j

j

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

( , ) 0              (7.2.56)

i

k k k k
i i i

k
j

g x x

g x g x g x x x x x x x x

k x x x





    

  

把 在 展开 得到

＝ ＋

其中当 时
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j j

j j j

j

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

(0)

(0)

( ) 0 ( ) (7.2.56)

( ) ( ) ( , ) 0

( ) 0, .                (7.2.57)

( ) 0, 1,..., .                (7.

k k
i i

k k k
i

k
j

i

j

i I g x x g x

g x x x x x x x x

x x k

g x d i I

h x d j l



 

     

 

  

  

当 时 ＝ ，又 是可行点， 0，故由

得到

上式两端除以 ，令 ，则

    

类似可得

(0)

2.58)

( ) 0,                 (7.2.59)f x d 及           
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下面分两种情况讨论

(0)

(0)

(0) (0)

1

(0)

1)
G

0 ( ) 0

( ) ( ( ) ( ))

                          ( ) 0

(7.2.59)

i i

l

i i j j
i I j

i i
i I

d G

i I w g x d KKT

f x d w g x v h x d

w g x d
 





   

     

  

 



此时，由(7.2.57)和集合 的定义可知，必存在下标

使得 和 。于是利用 条件，

必有

此与 矛盾。
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j j

j j

j j

j j

j

(0)

( ) ( )

( ) ( )2

2( ) ( )

( ) ( )

( )

1)
Lagrange ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )
1      ( ) ( , , )( )
2

      ( , )               (7.2.60)

( , ) 0

k k
x

k k
x

k k

k k

k

d G
L x w v x

L x w v L x w v L x w v x x

x x L x w v x x

x x x x x

x x x x x

x







 

   

  

  

此时，把 函数 在 展开，则

＝ ＋

其中当 时 。

由于 1( ,..., ) 0,
Lagrange

mw w w 是可行点， 根据

函数的定义，有
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j j j j

j j

j

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

( ) ( )

( )

( , , ) ( ) ( ) ( )

( , , ) ( )               (7.2.61)
( , , ) ( )                     (7.2.62)

( , , ) (7.2.63)

( )

i

m l
k k k k

i k k
i k

k k

x

k

L x w v f x w g x v h x

L x w v f x
L x w v f x

L x w v

f x

 

 





 ＝

故  

又知 ＝

由假设还有 ＝0       

             ( ) (7.2.64)
(7.2.61) (7.2.64) (7.2.60)

f x      

将 － 代入 ，则

j j j j
2( ) ( ) ( ) ( )21 ( ) ( , , )( ) ( , ) 0

2
k k k k

xx x L x w v x x x x x x x      
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j( )

(0) 2 (0)

2

             ( , , ) 0

( , , ) 0( )

k
j

x

x

x x k

d L x w v d

d L x w v d d G

 

 

  

2

上式两端除以 ，令 ，则

此与 的假设相矛盾。
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例7.2.7 考虑下列非线性规划问题

1
2

1 2
2 2

1 2

min   

. .3( 3) 0

( 3) 10 0

x

s t x x

x x

  

   

检验以下各点是否为局部最优解

(1) (2) (3) (4)2 4 3 10 3 10, ,
3 3 0 0

x x x x
        

                 
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记目标函数和约束函数分别为f(x),g(x),h(x),它们在
点x处的梯度分别是

11

2

2( 3)1 6( 3)
( ) , ( ) , ( )

20 1
xx

f x g x h x
x
     

          
     

Lagrange函数是

2 2 2
1 1 2 1 2( , , ) [3( 3) ] [( 3) 10]L x w v x w x x v x x       

Lagrange函数关于x的Hessian矩阵是

2 6 2 0
0 2x

w v
L

v
  

    
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(1)

(1) (1) (1)

:
1 6 2

( ) , ( ) , ( )
0 1 6

KKT
1 6 2 3 10 .
0 1 6 19 38

0 KKT

x

f x g x h x

w v w v

w

     
          

     

     
           

     


检查 是可行点，且两约束都是起作用约束。

－ －

－

按照 条件，设

－ －
－

－

不存在使 的解，故它不是 点.
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(2)

(2) (2) (1)

(2)

:
1 6 2

( ) , ( ) , ( )
0 1 6

KKT
1 6 2 3 10 .
0 1 6 19 38

KKT Lagrange Hessian
1 0

( , , ) 10
19

x

x

f x g x h x

w v w v

L x w v

     
          

     

     
         

     

 
  
 
 

2

检查 是可行点，且两约束都是起作用约束。

－

按照 条件，设

－
－

故它是 点,此点 函数的 矩阵为：
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(2) (2)

1 2

1 2

0,
( (

6
(0,0)

2 6

G

G w G
g x d h x d

d d
d

d d



  


  



求集合 中的元素。由于 根据 的定义，令

) =0, ) =0

＝0
上述方程组即

＝0

故 ＝ 。此情况表明在充分条件中对曲率的要求

自然满足，因此该点是局部最优解。

后两点请自行验证之
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2 2
1 2
2
1 2

min ( - 2)

. . - 0
(0,0)

x x

s t x x
x










 

 

其中 为某个实数。讨论点 是否为局部最优解。

例7.2.8 考虑下列非线性规划问题

记目标函数和约束函数分别为f(x), h(x),他们在点x
处的梯度分别是

0 0
( ) , ( )
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解得 可取任意实数。此时有
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当 时。对每一个向量 有
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故 =( ，)是局部最优解。
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此时不满足局部最优解的二阶必要条件，故

x =( ，)不是局部最优解。

当 ＝ 时利用二阶条件给不出结论，可用其他方法判断。

此时原问题即

 

 

利用约束条件，从目标函数中消去一个变量，把问题化为

无约束问题min4x + ，显见x =( ，)为局部最优解
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其中 为某个实数。讨论点 是否为局部最优解。

例7.2.8 考虑下列非线性规划问题

本例表明，研究约束问题的二阶条件时，只考虑
目标函数的Hessian矩阵是不行的。



最优性条件

LP

n 第五次作业

第243页第七章2.3.4.5.6.8.9

感兴趣的同学学习7.3节--对偶及鞍点问题
(和线性规划的对偶问题类似)

11月23日--------习题课！
(相同时间答疑)



最优性条件

LP

n 小结

Ø 无约束问题的极值条件

Ø 约束极值问题的最优性条件

Ø 对偶及鞍点


